ECE2 TD n°1 : Espaces vectoriels

Exercice 1. Sous-espaces vectoriels ?
Déterminer lesquels des ensembles E7, Fo, F3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
1. By = {(x,ywz) € R tels que 3z — Ty = z}

2. By = {(z,y,2) € R® tels que 22 — 2% = 0}
3. E3:{(:z:,y,z)GR?’telsquex+y—z:x+y+Z:0}
4. Ey = {(z,y,z) € R3 tels que z(z2 4+ y?) =0}

Exercice 2. Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F et Fy deux sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que F} N Fy est encore un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 3. Sous-espace vectoriel de C'(R,R)

On note C*(R, R) I'espace vectoriel des fonctions définies sur R, & valeurs dans R et de classe C'. Soit r > 0, on note
F={fecC"R,R) tel que Vt € R, f'(t) =r f(t)}
Montrer que F' est un espace vectoriel.

Exercice 4. Sous-espaces vectoriels de R?, bases et dimension
E={(z,y,2) € R? tels que z = y = z}
F= {(m,y,z) € R? tels que = — 2y + 2z = 0}
G= {(afb,a+b,2a73b) tels que a, b € R}
1. Montrer que E, I’ et G sont des espaces vectoriels, en déterminer une base et la dimension.

2. Déterminer ENF, ENG, FNG. S’agit-il d’espaces vectoriels ?
Si oui, en déterminer une base (si possible) et la dimension.

Exercice 5. Sous-espaces vectoriels, bases et dimension
Dans chacun des cas suivants, prouver que F' est un espace vectoriel et en trouver une base et la dimension.
1. F' est 'ensemble des fonctions polynoémes définies sur R par :

P(x) = (a+b+c)z® 4+ (2a —c)z®> +b+c ou (a,b,c) décrit R
2. F = {P € R3[X] tels que Vz € R, 3P(z) — 2P'(z) + zP"(x) = 0}

3. A= (:1)) i) et F ={M € M(R) telles que AM = M A}
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Exercice 6. Sous-espaces vectoriels de R*, somme
RN 4
On considere, dans R*, les vecteurs :

U1 = (1727334)> Vg = (1’17173)’ U3 = (231»171)7 Vg4 = (_1307_172)’ U5 = (233»071)
Soit F' I’espace vectoriel engendré par {v1, va, v3} et soit G celui engendré par {vy, vs}. Calculer les dimensions respectives
de F, G, FNG, F+G.
Exercice 7. Familles libres ou liées de R?

Considérons les vecteurs de R® suivants :
up =(2,1,0) ; w=1(-1,0,1) ; wus=(1,0,1) ; wuys=(1,2,3)
On considere les familles :
(ur,u2) 5 (wisug,uz) 50 (ur,uz,ua) 0 (ur,uz,us, us)
P(;ur chacune d’elles, dire s'il s’agit d’une famille libre ou liée, d’une famille génératrice de R® ou non, d’une base de
R” ou non.

Exercice 8. Familles libres ou liées de R[X]
1. Les familles (P, @, R) suivantes sont-elles libres ou liées ?
(8) Pla) = (@—D(@—2) ; Q)=(e+1)@+2) ; R()=(w+1)@—1)
(b) P(z)=2>+1 ; Q@)=-22—-1 ; R(x)=3
(c) Plx)=22+1 ; Qx)=0 ; R(x)=Tz3+2
2. Quelle est la dimension de 'espace vectoriel engendré par chacune de ces familles 7



Exercice 9. Rang d’une famille de vecteurs

Considérons les vecteurs de R* suivants :

er1=(1,1,1,1), ey =(0,1,2,1), e3=(1,0,-2,3), es=(1,1,2,—2).

1. La famille {e1, es, e3,€4} est-elle libre ?
2. Quel est le rang de la famille {eq, e, e3,e4} 7
3. Déterminer une relation entre les nombres réels « et S pour que le vecteur u = (1,1, «, 8) appartienne au sous-

espace vectoriel engendré par la famille {ej, e, e3,e4}.

Exercice 10. Inversion de matrice
Soit la matrice

-2 -1 -1
A=|-2 -1 1
-1 -1 3

1. La matrice A est-elle inversible ?

2. Si A est inversible, déterminer A~!.



